Abaci. Supponiamo, aveva scritto Leo-
nardo, che una coppia di conigli adulti
sia allevata in una conigliera. Ammet-
tiamo che i conigli comincino a proli-
ficare all'eta di due mesi, generando
una coppia maschio-femmina alla fine
di ogni mese. Se nessuno dei conigli
muore, quanti conigli si troveranno nel-
la conigliera in capo a un anno? Il gra-
fo ad albero (si veda la figura nella pa-
gina precedente) mostra cid che avviene
nei primi cinque mesi. B facile vedere
che il numero di coppie alla fine di
ogni mese & successivamente: 1, 2, 3,
5, 8, ... Come osservo lo stesso Fibo-
nacci, ogni numero che compare in

I primi 50 numeri di Fibonacci.
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questa successione (a eccezione, ovvia-
mente, dei primi due) & la somma dei
due numeri che lo precedono. Alla fine
dei dodici mesi le coppie di conigli sa-
ranno 377.

Fibonacci non indagd le proprieta di
questa successione e si dovette atten-
dere l'inizio del diciannovesimo secolo
perché, come ebbe a dire un matema-
tico, gli scritti sull'argomento comin-
ciassero a moltiplicarsi quasi alla stes-
sa velocita dei conigli di Fibonacci.
Lucas esegui un profondo studio su
quelle successioni (oggi dette « succes-
sioni generalizzate di Fibonacci ») che
iniziano con una qualsiasi coppia di nu-
meri interi, essendo ogni numero suc-
cessivo la somma dei due che lo pre-
cedono. Egli chiamd la pit semplice
di tali successioni: 1, 1, 2, 3, 5, 8, 13,
, successione di Fibonacci. La
posizione di ogni numero di questa suc-
cessione & tradizionalmente indicata da
un indice, cosicché F,=1, F,=2, e co-
si via. (I primi 50 numeri di Fibonacci
sono elencati nella figura di questa pa-
gina.) F, rappresenta il generico nu-
mero di Fibonacci, F,,, il numero che
lo segue, e F,_; quello che lo precede.
F,, ¢ il numero di Fibonacci il cui in-
dice ¢ il doppio di quello di F, e

La successione di Fibonacci ha dato
filo da torcere ai matematici per secoli;
cid si deve al suo inaspettato presen-
tarsi nei contesti pili vari, ma soprat-
tutto al fatto che anche il meno sma-
liziato dilettante di teoria dei numeri,
senza conoscenze al di la dell'aritmetica
elementare, pud indagare le proprieta
della successione e scoprire quella che
sembra una varieta senza fine di teo-
remi curiosi. Recentemente, certi svi-
luppi della teoria della programmazio-
ne dei calcolatori hanno ridestato inte-
resse attorno alla successione: si & in-
fatti trovato che essa pud essere util-
mente applicata alla classificazione dei
dati, alla ricerca delle informazioni, al-
la generazione di numeri casuali e per-
sino alla ricerca di metodi rapidi per
approssimare gli estremi (valori massi-
mi o minimi) di funzioni le cui deriva-
te non siano note.

I pia antichi risultati attorno alla
successione sono riassunti nel capitolo
17 del primo volume della History of
the Theory of Numbers di Leonard
Eugene Dickson. 1l lettore interessato
alle scoperte piti recenti pud consultare
<« The Fibonacci Quarterly » pubblica-
to dal 1963 dalla Fibonacci Associa-
tion. (Il prezzo annuale & ora di sei
dollari, le domande di abbonamento
vanno rivolte all’amministratore, fratel-
lo Alfred Brousseau, al St. Mary’s Col-
lege, in California.) Edita da Verner E.

21, .
n F.
1 1
P d
3 2
4 3
5 5
6 8
7 13
8 21
9 34
10 55
il 89
12 144 cosi via.
13 233
14 377
15 610
16 987
17 1597
18 2584
19 4181
20 6765
21 10946
22 17711
28 28657
24 46368
25 75 025
26 121393
27 196 418
28 317811
29 514229
30 832 040
31 1 346 269
32 2178309
33 3524578
34 5702 887
35 9227 465
36 14930 352
37 24157 817
38 39 088 169
39 63 245 986
40 102 334 155
41 165 580 141
42 267 914 296
43 433 494 437
44 701 408 733
45 1134903 170
46 1836 311903
47 2971215073
48 4 807 526 976
49 7778 742 049
50 12 586 269 025

Costruzione dei tangram pentagonali.

quello che dovrebbe essere I'aspetto
del tangram. l.a nostra equazione di
partenza diventa 2xy+z2= 8, con la so-
lita condizione che x sia minore di z.
L’unica soluzione in numeri interi &
la seguente: x = 2, y = 2, z = 2. Ri-
cordando che questi valori vanno mol-
tiplicati per V72, otteniamo il tangram
mostrato in 4. Si tratta effettivamente
di una figura che pud essere ottenuta
coi tan: esiste dunque una sola solu-
zione in corrispondeza della successio-
ne 61122

Una procedura simile viene attuata
per tutte e 20 le successioni. « Alcune
successioni danno origine a piu di una
figura, altre a nessuna, mentre altre
ancora danno origine a figure che non
sono realizzabili per mezzo dei tan.
Esaminando i vari casi e scartando
quelli che non interessano, si ottengo-
no alla fine 16 tangram compatti di
cinque lati.» | tangram in questione
sono i primi 16 della figura in alto del-
la pagina a fronte

11 procedimento non € ancora ter-
minato, perché non tutti i tangram
pentagonali sono anche compatti. A
questo punto potremmo pensare di tro-
varci di fronte a una situazione troppo
complicata, ma ci accorgiamo subito
che fortunatamente non & cosi. Se un
tangram non ¢ compatto, allora deve
esserci almeno una linea secondo la
quale due lati non combaciano in mo-
do da dare origine a una figura com-
patta. Da entrambi i lati di questa li-
nea vi deve essere una figura dotata di
due lati che non interferiscono con la
linea di giuntura in questione, ovvero
quattro lati in tutto. Se a entrambi gli
estremi di questa linea non si verifica
il combaciare perfetto che caratterizza
le figure compatte, allora il tangram
viene a possedere due lati in piu, quin-
di in totale i suoi lati sarebbero sei e
non si tratterebbe piu di un tangram
pentagonale. Per ottenere un pentago-
no occorre che si aggiunga un lato da
una parte sola della linea di giunzione
imperfetta. In altre parole, tutti i tan-
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gram non compatti sono costituiti da
due triangoli che vengono a combacia-
re su una linea di giunzione imperfet-
ta, a un estremo della quale la congiun-
zione da origine a una figura compat-
ta, mentre all’altro no.

1 triangoli tangram possono avere
area 1/2, 1, 2 e 4; quindi, perché I'area
totale sia 8, I'unica soluzione & quella
di congiungere due triangoli di area 4.
Per evitare che il risultato sia com-
patto, saranno uniti secondo i lati di-
suguali. Le figure pentagonali otteni-
bili in questo modo sono solo 2 (si ve-
dano le ultime due figure nell’illustra-
zione in alto della pagina a fronte),
dando origine in totale a 18 tangram
pentagonali.

Ci si potrebbe ora chiedere quanti
tangram di sei, sette o piu lati esista-
no, ma (come fa notare Read) la que-
stione & di facile soluzione. Per n com-
preso tra 6 e 23, esiste una infinita di
poligoni di n lati. Basta guardare uno
qualsiasi dei due pentagoni non com-
patti per rendersi conto che, facendo
scorrere i due triangoli che li costi-
tuiscono lungo la loro linea di giunzio-
ne, si ottengono un’infinita di esagoni.
Quanti sono gli esagoni compatti?
Sebbene il loro numero sia finito, per
quanto ne so, non € mai stato de-
terminato.

1 tangram compatti sono in numero
finito, ma si & ben lontani dal conosce-
re tale numero (che Read chiama nu-
mero compatto). Read ha inventato una
procedura ingegnosa seguendo la qua-
le sarebbe possibile programmare un
calcolatore per computare tale nume-
ro, ma egli pensa che si tratti di un nu-
mero astronomico e quindi un pro-
gramma del genere non € mai stato
eseguito. Sfortunatamente i dettagli
della tecnica seguita da Read sono
troppo complessi per essere esposti in
questa sede, tuttavia con la stessa pro-
cedura ¢ stato risolto un problema
piu semplice. Read definisce minitan-
gram un tangram ottenuto con i cin-
que pezzi che rimangono una volta

Hoggart jr. del San Jose State College
in California, la rivista si occupa prin-
cipalmente dei numeri di Fibonacci ge-
neralizzati (quali per esempio i <« nu-
meri di Tribonacci » che sono la som-
ma dei tre numeri antecedenti), ma an-
che dello « studio di numeri interi do-
tati di proprieta particolari ».

Certamente la proprieta piti impor-
tante della successione di Fibonacci (e
che vale anche per le successioni ge-
neralizzate) & costituita dal fatto che
il rapporto tra due numeri consecutivi
di essa e alternativamente maggiore o
minore del rapporto aureo e che, al
procedere della successione, la differen-
za va diminuendo sempre piu, sicché
la successione di questi rapporti am-
mette come proprio limite il rapporto
aureo. Questo & il famoso numero ir-
razionale 1,61803..., che si oftiene di-
videndo per due la somma di 1 con
la radice quadrata di 5. Si & scritto
molto, e non sempre assennatamente,
sul presentarsi del rapporto aureo e del-
la successione di Fibonacci a esso stret-
tamente collegata nello sviluppo di al-
cuni esseri viventi, oltre che sulla pos-
sibilita di applicare rapporto aureo e
successione all’arte, all'architettura e
persino alla poesia. Un professore di
lettere classiche dell’Universita di Prin-
ceton, George Eckel Duckworth, nel
suo libro Structural Pattern and Pro-
portions in Vergil’s Aeneid (University
of Michigan Press, 1962) sostiene che
Virgilio e altri poeti latini del tempo
facevano uso consapevole della succes-
sione di Fibonacci. Personalmente, mi
sono occupato di queste questioni qual-
che tempo fa in un articolo sul rappor-
to aureo, riprodotto nel secondo volu-
me di Enigmi e giochi matematici (San-
soni, 1968).

La pit sorprendente apparizione del-
la successione di Fibonacci nel regno
vegetale si ha nella distribuzione a spi-
rale dei semi sulla superficie di certe
varieta di girasoli. Ci sono due insiemi
di spirali logaritmiche, quelle dell'uno
avvolte in senso orario e quelle dell’al-
tro in senso antiorario, come si vede
dalla figura a fronte. I numeri delle
spirali dei due tipi non sono uguali fra
loro e tendono a essere due numeri di
Fibonacci consecutivi. Per esempio,
mentre girasoli di dimensioni medie
hanno di solito 34 e 55 spirali, certi
esemplari giganti giungono a 89 e 144.
In una lettera a « The Scientific Month-
ly » (novembre 1951) un geologo del
City College di New York, Daniel T.
O’Connell, e sua moglie informano di
aver rinvenuto un esemplare di gira-
sole gigante con 144 e 233 spirali!

Lo stretto legame tra il rapporto
aureo e la successione di Fibonacci &

esclusi i due triangoli piu grandi. Il
problema di trovare il numero dei mini-
tangram compatti € piu semplice di
quello di trovare il numero di tutti
i tangram compatti, a tal punto che
Read ¢ riuscito a risolverlo scrivendo
un programma adatto per un minical-
colatore dell’Universita di Waterloo.
11 tempo richiesto & stato solo di mez-
Z'ora e il risultato ¢ stato 951. Ii cal-
colatore era stato predisposto in modo
da visualizzare i vari minitangram che
costituivano la soluzione.

I programmi di Read sono tutti stu-
diati allo scopo di fornire enumerazio-
ni di certe categorie di tangram e non
per risolvere specifiche figure. E possi-
bile scrivere un programma che analiz-
zi un dato tangram in modo da scopri-
re la sua risoluzione?

La risposta & affermativas E. S.
Deutsch, un esperto di calcolatori del-
I'Universita del Maryland, ha svilup-
pato e pubblicato un programma di
questo tipo. In teoria & possibile scri-
vere un programma che esamini siste-
maticamente tutti i modi possibili in
cui i tan possono combinarsi per for-
mare un dato tangram e stampi poi
tutte le soluzioni, ma si tratta di un
programma cosi complesso che nessu-
no ha nemmeno mai tentato di scri-
verlo. 11 programma di Deutsch non ¢é
di questo tipo. Esso é basato su un
procedimento euristico, cioé segue un
metodo di soluzione che assomiglia a
quello che userebbe una persona: com-
pie una serie di prove, esamina il
feedback, torna indietro e riprova quan-
do non ottiene nessuna soluzione finché
trova la soluzione oppure rinuncia. Ra-
ramente il programma fallisce, mentre
la seluzione di un tangram richiede in
media un paio di secondi.

11 programma inizia con I'esame del
perimetro del tangram, prendendo no-
ta delle lunghezze dei lati e delle mi-
sure degli angoli. Quindi si tenta di sud-
dividere il tangram in due o piu sotto-
tangram. Per esempio, se due parti del
tangram hanno solo un punto di con-
tatto, ognuna di esse deve essere evi-
dentemente un tangram a parte. Se,
per esempio, un coniglio ha le due
orecchie rappresentate da due triango-
lini e ogni orecchia ha un unico punto
di contatto con la testa, il programma
identifica immediatamente i due pezzi,
li stacca e passa ad analizzare il rima-
nente sottotangram. Se il tangram non
possiede parti che si congiungano nella
maniera suddetta, il programma ana-
lizza le possibilita di dividerlo in sotto-
tangram prolungando i lati all’interno
della figura a partire da un angolo. In
molti casi I'estensione all’interno di un
lato divide chiaramente il tangram in
due sottotangram, in altri. invece. si
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Inflazione di una struttura.

La struttura infinita del sole.
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«inflazione» e «deflazione». Nella figura
in alto di questa pagina si vede l'ini-
zio di un’inflazione. Si immagini di ta-
gliare ogni punta a meta e poi di incolla-
re tutti i lati brevi dei pezzi originali.
Risultato: una nuova tassellatura (in co-
lore) di punte e aquiloni piu ampi.

L’inflazione pud continuare all’infini-
to attraverso nuove «generazioni» di pez-
zi sempre pid ampi. Si noti che 1’aquilo-
ne della seconda generazione, sebbene
sia della stessa grandezza e forma di un
asso della prima generazione, & costituito
in modo diverso. Per questa ragione I’as-
so & anche chiamato aquilone pazzo. La
deflazione ¢ lo stesso processo condotto
in senso inverso. Su ogni tassellatura di
Penrose, possiamo disegnare generazioni
sempre pil piccole di punte e aquiloni.
Anche questa struttura va avanti all’infi-
nito.

La dimostrazione di Conway del fatto
che le strutture di Penrose sono piu che
numerabili (la precedente dimostrazione
di Penrose ¢ differente) si pud delineare
nel modo seguente. Si chiami S un lato
dell’asse di simmetria dell’aquilone, D
I’altro (per sinistra e destra). Si faccia lo
stesso per la punta, scrivendo s e d. Si
scelga ora un punto a caso sulla tassella-
tura. Si segni la lettera che indica la sua
collocazione sulla tessera. Si gonfi la
struttura di un passo, si guardi la collo-
cazione dello stesso punto in una tessera
di seconda generazione e se ne segni di
nuovo la lettera. Continuando per infla-
zioni sempre pil ampie si genera una
serie infinita di simboli che é un modo
univoco di contrassegnare la struttura
originale, vista, per cosi dire, dal punto
scelto.

Si scelga un altro punto sulla struttura
originale. La procedura pud dare una
successione che parte in modo diverso,
ma raggiungera una lettera oltre la quale
concorda con la prima serie fino all’infi-
nito. Se non c’¢é tale concordanza oltre
un certo punto, le due serie contrasse-
gnano strutture distinte. In questo modo
non si producono tutte le possibili suc-
cessioni dei quattro simboli, ma si pud
dimostrare che il numero di quelle che
contrassegnano strutture diverse corri-
sponde al numero dei punti di una retta.

Nei nostri disegni delle tassellature ab-
biamo trascurato le curve colorate per-
ché rendono difficile individuare le tesse-
re. Se usate tessere colorate, tuttavia,
sarete colpiti dalla bellezza dei disegni
che vengono creati da queste curve. Pen-
rose e Conway hanno dimostrato, uno
indipendentemente dall’altro, che, quan-
do una curva ¢ chiusa, ha una simmetria
pentagonale e I'intera regione all’interno
della curva ha simmetria quintupla. Una
struttura pud avere al massimo due cur-
ve non chiuse. Nella maggior parte delle
strutture tutte le curve sono chiuse.

Sebbene sia possibile costruire struttu-
re di Penrose con un alto grado di sim-
metria (un’infinita di strutture ha sim-
metria bilaterale) la maggior parte delle
strutture, come ’universo, sono un in-
gannevole miscuglio di ordine e inaspet-
tate deviazioni dall’ordine. Quando le
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GIOCHI MATEMATICI

di Martin Gardner

classica che per anni ¢ stato indeciso se
proseguire ncllo studio della matematica
o in qucllo della musica. Al momento si
interessa di come servirsi dcl calcolatore
per progettare caratteri di stampa, campo
questo in cui fu pioniere il suo amico e
mentore Donald E. Knuth.

Per diversi anni il talento di Kim per
scrivere le parole in modo da dar loro
inattese simmetrie venne sfruttato solo

Le ispirate simmetrie geometriche
di Scott Kim

st'anno da Byte Publications. /nver-

sions, & uno dci piu deliziosi e sor-
prendenti che siano mai stati pubblicati.
Nel corso degli anni Kim ha sviluppato la
magica abilita di rigirare qualsiasi parola,
breve frasc o lettera in modo tale da far
venir fuori una sorta di sorprendente
simmetria geometrica. Prendcte in consi-
derazione il modo di scrivere il mio nome
che vedete sotto, rivoltate il tutto ed,
ecco.... rimane esattamente uguale!

Gli esperti in giochi di parole sisono da
tempo accorti che si possono formare
brevi parolc che presentino vari tipi di
simmetria geometrica. Sulla Rue Mozart
a Parigi una boutique chiamata «New
Man» hauna grande insegna su cui & scrit-
to «NeW MaN» con la e ¢ la a scritte in
modo da differire solo per I'orientamen-
to. Il risultato & che I'insegna & simmetrica
rispetto al suo rovesciamento. I nomi viI-
STA (la rivista della United Nations Asso-
ciation), ZOONOOZ (la rivista dello zoo di
San Diego) e NISSIN (un’industria giappo-
nese di materiale fotografico) vengono
tutti ingegnosamente scritti cosi da essere
simmetricirispetto al loro rovesciamento.

BOO HOO, DIOXIDE, EXCEEDED, € DICK
COHEN DIED 10 DEC 1883 hanno simmetria
spcculare rispetto a un assc orizzontale.
Se li rovesciate e li mettete di fronte a uno
specchio, rimangono immutati. Un gior-
no in un supermercato mia sorella rimase
perplessa di fronte al nome scritto su di
una scatola di crackcrs, finché non si ac-
corsc che la scatola era stata messa capo-
volta sullo scaffale. Wallace Lee, un mago
della Carolina del Nord, amava divertire
gli amici chiedendo loro se avevano mai
mangiato degli «ittaybeds», parola che
scriveva su un pezzo di carta in questo
modo:

Il libro di Scott Kim pubblicato que-

l+taybeds

Dopo che tutti avevano risposto di no.

per divertire gli amici e per elaborare car-
toline natalizie per la famiglia. Quando
incontrava uno sconosciuto o una scono-
sciuta ad una festa, imparava il suonome,
quindi spariva per un attimo e ritornava
con il nome graziosamente disegnato in
modo che si potesse leggere ugualmente
anche rovesciato. Nella figura della pagi-

aggiungeva: «Per forza. si gustano meglio
rovesciati».

Molte parole brevi scritte nei normali
caratteri di stampa diventano altre parole
se vengono rovesciate, MOM diventa WOw
e «do» diventa «op». OSSO rimane ugua-
le. Ecco un modo divertente per scriverc
«minimum>» in modo che resti uguale se
vienc ruotato di 180 gradi:

o o

o ()

E stato Kim a portare questa curiosa
arte della calligrafia simmetrica a livelli
mai raggiunti prima. Kim, distorcendo
ingegnosamecnte le lettere (ma neppure
tanto da rendere irriconoscibili una paro-
la o una frase), ha prodotto delle configu-
razioni semplicemente fantastiche. Il suo
libro & una raccolta di tali meraviglie, in-
frammezzate da
rie sulla natura della simmetria, i suoi
aspetti filosofici, il suo inserimento ncl-
I'arte, nella musica e nei giochi di parole.
Kim non ¢ uno sconosciuto per questa
rubrica: & un giovane di origini corcane,
nato negli Stati Uniti, che si sta specia-
lizzando in informatica alla Standford
University. Era ancora un ragazzo quan-
do ha incominciato a creare giochi mate-
matici molto originali, alcuni dei quali
sono comparsi in queste pagine. Tra que-
sti: «viaggio del re smarrito» (agosto
1977), il problema della disposizione dei
cavalli (negli scacchi) sui vertici di un
ipercubo (giugno 1978), la sua soluzione
dell'«inscatolamento della scatola» (giu-
gno 1979) e lasuamappa splendidamente
simmetrica (giugno 1980). Oltre ad avere
una notevole capacita di pensiero geome-
trico (non soloin due o tre dimensioni, ma
anche nello spazio a quattro e in spazi
superiori), Kim & un pianista di musica

_marin O andowr

1l nome dell’ariicolisia si legge anche capovolio
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na a fronte compare il suo biglietto di
Natale del 1977 con simmetria di rove-
sciamento. (L.ester e Pearl sono suo padre
¢ sua madre; Grant e Gail suo fratello e
sua sorella.) L'anno successivo trovo il
modo per rendere «Merry Christmas
1978» specularmente simmetrico con
asse di simmetriaorizzontale, mentre nel
1979 lorese con asse disimmetria vertica-
le. Per I'anniversario di matrimonio dei
suoi genitori, Kim ideo una torta con una
glassadicioccolata e vaniglia che formava
lacombinazione che si vede nella pagina a
fianco. («Lester» & in nero, «Pearl» &
rovesciato, in bianco.) @uesta & la tecnica
diKim «figura e sfondo». Netroverete un
altro esempio in Godel, Escher, Bach: An
Eternal Golden Braid, il libro vincitore
del premio Pulitzer scritto da quel buon
amico di Kim che & Douglas R. Hofstad-
ter. con il quale mi alterno quest’anno su
queste colonnc. A proposito di Kurt
Godel, J. S. Bach e M. C. Escher, in
un'altra figura della pagina a fronte si puo
vedere come Kim abbia dato a ciascun
nome un'incantevole simmetria specula-
re. In una figura a pagina 118 Kim ha
scritto I'intero alfabeto in modo tale che
la configurazione complessiva ha una
simmetria bilaterale.

La calligrafia magica di Kim fu notata
da Scot Morris, uno dei redattori di
«Omni», che dedico una pagina della sua
popolare rubrica di giochi al lavoro di
Kim nel numero di settembre 1979 di
«Omni» e bandi un concorso tra i lettori
per la ricerca di configurazioni analoghe.
Kim venne assunto per giudicare le mi-
gliaia di proposte arrivate. Troverete
quelle vincentisul numero di «Omni» del-
I'aprilc 1980 e le miglioriclassificate nella
rubrica di Morris di maggio e del novem-
bre dello stesso anno.

Tutte le configurazioni del libro di Kim
sono fatte da lui; eccovene alcune altre a
pagina 118 per darvi un’idea della sor-
prendente varieta di trucchi visivi che
Kim estrae dal suo cappello.

Passiamo ora a due insoliti problemi
matematici proposti da Kim, entrambi i
quali sono tutt’ora solo parzialmente ri-
solti. Nel 1975, quando era alla scuola
superiore, Kim escogitd la seguente gene-
ralizzazione del vecchio problema di
come disporresullascacchieraottoregine
in modo che nessuna sia sotto attacco.
Chiediamoci, si disse Kim, qual & il nume-

evidente dalla formula seguente che da
I'ennesimo numero di Fibonacci:

]

1
F, = ﬁ

Questa uguaglianza fornisce I'enne-
simo numero di Fibonacci in modo
esatto, ma & poco pratica per numeri
di Fibonacci (che diremo per brevita
numeri F) grandi, anche se l'uso dei
logaritmi consente buone approssima-
zioni. Una formula molto pit semplice
per l'ennesimo numero F & costituita
dalla ennesima potenza del rapporto
aureo divisa per la radice quadrata di
cinque; con questa formula il numero
cercato si ottiene approssimando il ri-
sultato all'intero piti prossimo. Entram-
be le formule ricordate sono non ri-
corsive, poiché esse permettono il cal-
colo dell’ennesimo numero F diretta-
mente da n, mentre un procedimento
ricorsivo & costituito da una serie di
stadi ciascuno dei quali dipende dai
precedenti. Un esempio di calcolo per
ricorrenza € costituito dal calcolo del-
I'ennesimo numero F eseguito somman-
do successivamente i numeri precedenti
fino a raggiungere quello voluto. La
definizione dell’ennesimo numero di Fi-
bonacci come somma dei due pre-
cedenti & un semplice esempio di for-
mula ricorsiva. (Due eccellenti algorit-
mi per calcolare esattamente grandi nu-
meri di Fibonacci si trovano in rispo-
sta all'esercizio 26, pag. 552 di Semi-
numerical Algorithms, secondo volume
di The Art of Computer Programming
di Donald E. Knuth.)

1l modo piti semplice di trovare la
somma dei primi n numeri di Fibo-
nacci consiste nel determinare F,,, e
sottrarvi 1. Per esempio, la somma dei
primi 20 numeri F & 17 710, che si
trova sottraendo 1 dal ventiduesimo
numero di Fibonacci che & 17 711.

Alcune delle piti note proprieta dei
numeri di Fibonacci, di non difficile
dimostrazione, sono le seguenti:

1) 11 quadrato di un numero F diffe-
risce di | dal prodotto del numero che
lo precede con quello che lo segue. Il
segno della differenza & alternativamen-
te positivo o negativo al procedere del-
la successione. Questa proprieta (e mol-
te altre della successione di Fibonacci)
& un caso speciale di una proprieta va-
lida in generale per tutte le successioni
che iniziano con una qualunque cop-
pia di numeri. Anche nel caso generale,
ciog, la differenza in parola & una co-
stante alternativamente positiva o ne-
gativa. Per esempio, nel caso della suc-
cessione 1, 3, 4, 7, 11, 18, ... (la pid
semplice dopo quella di Fibonacci) stu-
diata dal matematico francese Lucas,
il valore costante della differenza & 5.

Girasole con 55 spirali antiorarie e 89 orarie.

2) la somma dei quadrati di due
numeri F successivi: F2, e F2,., &
F2u 4. Poiché lindice di F,,,, & di-
spari, ne segue che, scritta la succes-
sione dei quadrati dei numeri di Fibo-
nacci, le somme delle coppie di qua-
drati successivi forniscono la successio-
ne dei numeri F di indice dispari.

3) Se A, B, C, D sono quattro nu-
meri di Fibonacci consecutivi, allora
vale la formula: C2—B?= A4 X D.

4) La successione delle cifre finali
dei numeri della successione di Fibo-
nacci si ripete in cicli di 60. Le ultime
due cifre si ripetono in cicli di 300. Il
ciclo & invece di 1500 per le tre cifre
finali, 15000 per quattro, 150 000 per
5 e cosi via.

5) Per qualsiasi intero m esistono in-

finiti numeri F divisibili esattamente
per m e uno almeno di questi cade en-
tro i primi »? numeri della successione
di Fibonacci.

6) Ciascun terzo numero F & divisi-
bile per 2, ciascun quarto per 3, cia-
scun quinto per 5, ciascun sesto per
8 e cosi via, e i divisori costituiscono
di nuovo la successione di Fibonacci.
Due numeri di Fibonacci (o di Lucas)
consecutivi hanno come unico divisore
comune 1.

7) Con l'eccezione del 3, I'indice di
ogni numero F primo & pure primo
(per esempio 233 ¢ primo e il suo in-
dice, 13, & anch’esso primo). Cid si
pud anche esprimere dicendo che, se
I'indice &€ composto (non primo), tale &
anche il numero. Sfortunatamente non

L’ape puo ragiungere la cella n seguendo F.., percorsi diversi.
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tratta solo di una possibile linea di di-
visione.

Dopo I'esplorazione preliminare, il
programma effettua una serie di pro-
ve, con un criterio euristico, finché
trova un modo di sistemare i tan ot-
tenendo’ un sottotangram o un poten-
ziale sottotangram. Quando si & ot-
tenuta una certa combinazione di pez-
zi, si estrae il sottotangram con essa
ottenuto e il programma si applica a
cio che resta. Le prove sono graduate

strutture si espandono sembra che stiano
sempre lottando per ripetere se stesse ma
che non ci riescano mai del tutto. G.K.
Chesterton una volta disse che un extra-
terrestre, osservando quanti duplicati vi
sono nel corpo umano, verosimilmente
ne dedurrebbe che noi abbiamo un cuore
per parte. A lui «il mondo sembra sem-
pre un po’ pid matematico e regolare di
quanto sia in realta; la regolarita & evi-
dente, mentre I’irregolarita ¢ nascosta; la
devianza ¢ in agguato». Dovunque
c’¢ «un silenzioso scarto di un pollice
dalla regolarita, che ¢ I’elemento impon-
derabile insito in ogni cosa... una specie
di segreto tradimento nell’universo». Il
passo ¢ una bella descrizione dei mondi
planari di Penrose.

C’¢ qualcosa di ancor piu sorprenden-
te sugli universi di Penrose. In un curio-
so senso finito, espresso dal «teorema di
isomorfismo locale», tutte le strutture di
Penrose sono simili. Penrose riusci a di-
mostrare che ogni regione finita in una
struttura ¢ contenuta in qualche posto
all’interno di ogni altra struttura. Per di
pil essa compare un numero infinito di
volte in ogni struttura.

Per comprendere quanto sia folle que-
sta situazione, si immagini di vivere su
un piano infinito ricoperto da una del-
le pid che numerabili tassellature di Pen-
rose. Si pud esaminare la struttura pez-
z0 per pezzo, in tutte le aree di espan-
sione, ma non si pud mai determinare su
quale llatura si ¢, indipend
te da quanta parte della struttura si &
esplorata. Non serve viaggiare in lungo e
in largo ed esaminare regioni non con-
nesse, perché tutte le regioni esaminate
appartengono a un’ampia regione finita
che ¢ duplicata esattamente un numero
infinito di volte su tutte le strutture.
Owvi questo & banal, vero
per una tassellatura periodica, ma gli
universi di Penrose non sono periodici:
essi differiscono uno dall’altro in un nu-
mero infinito di modi, eppure ¢ solo al
limite, che non ¢ ottenibile, che si posso-
no distinguere uno dall’altro.

Si supponga di aver esplorato una re-
gione circolare di diametro d. Chiamia-
mola la «citta», dove si vive. Improvvi-
samente si é trasportati in un mondo di
Penrose, casualmente scelto, parallelo al
primo. Quanto si ¢ lontani da una regio-
ne in cui le strade sono esattamente il
duplicato di quelle della citta di origine?
Conway risponde a questa domanda con
un teorema veramente notevole, La di-
stanza non & mai maggiore di 2d! (Si
tratta di un confine superiore, e non di un
valore medio.) Se si va nella direzione giu-
sta, non si ha bisogno di percorrere una
distanza maggiore di 2d per trovarsi al-
I’interno di una copia esatta della citta
d’origine. Il teorema si applica anche al-
P'universo in cui si vive. Ogni ampia
struttura circolare (esiste un’infinitd di
strutture diverse) si pud raggiungere per-
correndo una distanza in una certa dire-
zione che é certamente minore del dop-
pio del diametro della struttura e pid
spesso quasi uguale al diametro.

1l teorema & assolutamente sorpren-

1 18 pentagoni.

in ordine di efficacia, in modo che le
piu efficaci abbiano luogo per prime
e via via le altre in ordine decrescente.
Se non si ottiene nessuna soluzione il
programma ricomincia da capo e pas-
sa alla seconda prova. E impossibile de-
scrivere il programma in modo piu det-
tagliato, ma i lettori interessati posso-
no trovare una spiegazione esauriente,
con flow chart ed esempi, in A Heuri-
stic Solution to the Tangram Puzzle, di
E. S. Deutsch e Kenneth C. Haves Jr.,

in Machine Intelligence 7, curato da
Bernard Meltzer e Donald Michie (Wi-
ley, 1972). Un programma abbastanza
simile ¢é stato sviluppato da Ejvind Lyn-
ning, uno studente danese che lavora
con Jacques Cohen, un fisico della
Brandeis University.

1 tangram compatti sono general-
mente piu difficili da risolvere di quel-

li non compatti (sia per una persona
sia per un calcolatore) e la difficolta
tende a crescere col diminuire del nu-

Tangram con buchi.
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La struttura infinita della stella.
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Martin Gardner

GIOCHI MATEMATICI

di Martin Gardner

Le fantastiche combinazioni del nuovo solitario
di Conway, la « Vita ».

ran parte dell'opera di John Hor-
‘ ton Conway, matematico del

Gonville and Caius College del-
I'Universita di Cambridge, & stata dedi-
cata alla matematica pura. Per esem-
pio, nel 1967, scoperse un nuovo grup-
po — che alcuni chiamano « costella:
zione di Conway » — comprendente tut-
ti i gruppi sporadici allora conosciuti,
salvo due (si dicono «sporadici» in
quanto non rientrano in nessun schema
di classificazione). Si tratta di una sco-

perta che ha interessantissime ripercus-
sioni sia sulla teoria dei gruppi sia su
quella dei numeri e che si ricollega
strettamente a una precedente scoperta
di John Leech: un conglomerato di sfe-
re unitarie estremamente denso, in uno
spazio a 24 dimensioni, in cui ogni sfe-
ra ne tocca 196 S60 altre. Come dice
Conway: «c’¢ un mucchio di posto la
dentro ».

A parte questi suoi studi impegnativi,
Conway ama occuparsi di matematica
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La sorte di cinque gruppi di tre organismi, nella « Fitas.
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Un modo per disporre sei punti sul segmento A-B

numeri formulato dal logico inglese R. L.
Goodstein, che, indipendentemente dalla
successione in cui Ercole stacca le teste
dell’idra, essa viene alla fine ridotta a un
insieme di teste (ce ne possono essere
milioni, anche se la forma iniziale dell'a-
nimale & semplice) tutte direttamente
unite alla radice. Esse vengono allora
eliminate una per una, finché I'idra, senza
teste, muore.

Si puo affrontare meglio il gioco dell'i-
drapensando I'alberocome un modello di
un insieme di scatole infilate le une nelle
altre. Ciascuna scatola contiene tutte le
scatole che si raggiungono spostandosi da
quel punto verso I'alto sull’albero ed &
contrassegnata con il numero massimo di
«livelli» di scatole che contiene, Nella
prima figura dell’idra, per esempio, la
radice & unascatola di ordine 4. Immedia-
tamente sopraasinistra c'¢ unascatola3e
a destra una scatola 2 e cosl via. Tutti i
punti terminali sono scatole vuote di or-
dine 0. Ogni volta che vieneeliminata una
scatola O (una testa dell’idra), la scatola
immediatamente al di sotto si duplica in-
sieme a tutte quelle che contiene, ma cia-

1,1.2.2 (CASO PEGGIORE)
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Alberi per solitario con tre e sei carte
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scuna delle copie, cosi come la scatola
originale, ora contiene una scatola vuota
in meno. Alla fine siete costretti a comin-
ciare a ridurre I'ordine delle scatole come
nel gioco delle palle. Con un ragionamen-
to per induzione, analogo a quello di
Smullyan, si dimostrera che alla fine tutte
le scatole risulteranno vuote e, quindi,
saranno eliminate una alla volta.

Devo questa impostazione a Dersho-
witz che ha puntualizzato come non sia
neppure necessario che I'idra si accresca
di un numero di rami consecutivamente
crescente. Dopo ciascun taglio possono
spuntare quante copie volete, in numero
finito. Pud darsi che Ercole impieghi mol-
to pit tempo ad abbattere il mostro, mase
inizia a tagliare le teste non ha alcun
modo per allontanare indefinitamente la
conclusione. Si noti che I'idra non diventa
mai pit alta quando si allarga. Alcuni fra i
programmi di crescita piu complicati presi
in considerazione da Dershowitz e Manna
presentano come grafi alberi che possono
crescere siain altezza, sia in ampiezza, per
i quali & ancora piu difficile dimostrare
che terminano.

Il nostro successivo esempio di compito
che sembra poter continuare per sempre,
mentre in realta non & cosi, & noto come il
problema dei 18 punti. Cominciate con
un segmento e sitemate su di esso, dove
volete, un punto. Sistemate poi un secon-
do punto in modo che ciascuno dei due
punti si trovi su di una diversa meta del
segmento. (Le meta vengono considerate
«intervalli chiusi», il che significa che gli
estremi non si considerano «all'interno»
dell'intervallo.) Sistematene un terzo in
modo che ciascuno dei tre sia in un terzo
differente del segmento. A questo punto
risulta chiaro che i primi due punti non
possono essere proprio dovunque. Non
pOssono, per esempio, trovarsi uno vicino
all’altro alla meta del segmento o a un’e-
stremita di esso. Devono essere accura-
tamente disposti in modo che, quando si
aggiunge un terzo punto, ciascunosi trovi
in un terzo differente del segmento. Pro-
cedete cosi, sistemando ogni n-esimo
punto in modo che i primi n punti occupi-
no sempre una n-esima parte differente
del segmento. Se ne scegliete accurata-
mente la disposizione, quanti punti potete
sistemare sulla retta?

ricreativa; pero, pur essendo molto pro-
lifico in questo campo, egli pubblica ra-
ramente le sue scoperte.

Questo mese esamineremo I'ultima
trovata di Conway, un fantastico soli-
tario che egli ha battezzato « Vitas». E
uno di quei giochi che, per le sue ana-
logie con la nascita, la trasformazione e
il declino di una societa di organismi
viventi, rientra nella classe sempre in
aumento dei giochi « di simulazione »,
giochi ciot che imitano processi della
vita reale. Per giocare alla Vita, occor-
rono una scacchiera abbastanza grande
e una buona quantita di gettoni piatti
di due colori (pedine da dama o fiches
da poker vanno benissimo).” Volendo,
si pud lavorare con la matita su carta
millimetrata ma. specialmente al prin-
cipio, & molto piu facile servirsi di una
scacchiera e di fiches.

L’idea base & di incominciare con
una semplice configurazione di fiches —
che chiameremo « organismi » — dispo-
nendone una per quadretto e quindi os-
servando come la configurazione inizia-
le si trasformi applicando le « leggi ge-
netiche » di Conway per morti, nascite
e sopravvivenze. Conway ha scelto le
regole del gioco molto accuratamente
dopo parecchi esperimenti, in modo da
soddisfare i requisiti seguenti:

1. Non deve esserci una configura-
zione iniziale per la quale esista una
semplice dimostrazione della possibilita
di un aumento illimitato della popola-
zione.

2. Devono esistere configurazioni ini-
ziali che evidentemente aumentino ol-
tre ogni limite.

3. Devono esistere semplici configu-
razioni iniziali che crescono e si modi-
ficano per un periodo di tempo consi-
derevole prima di giungere a una fine
in uno dei tre modi seguenti: estinzione
completa (per sovrappopolazione o per
troppa rarefazione), stabilizzazione in
una configurazione immutabile, suben-
tro di una fase oscillatoria che ripete
un ciclo infinito di due o pit periodi.

In breve, le regole sono studiate in
modo da rendere imprevedibile il com-
portamento della popolazione iniziale.

Le leggi genetiche di Conway sono
deliziosamente semplici. Si noti prima
di tutto che ogni quadretto o cella del-
la scacchiera (che va considerata un
piano infinito) ne tocca altri otto: quat-
tro ortogonaimente e quattro diagonal-
mente. Chiameremo queste otto celle
< il vicinato » e gli organismi che le
occupano « i vicini » della cella in que-
stione. Le regole sono le seguenti:

I. Sopravvivenze: ogni organismo
con due o tre vicini sopravvive fino al-
la generazione seguente.

Intuitivamente sembrerebbe che il
numero possa essere infinito: un segmen-
to si pud ovviamente dividere in quante
parti uguali si vuole e ciascuna pud conte-
nere un punto. Il guaio & che i punti devo-
no avere un nNumero Progressivo per
adempiere alle regole. Ne risulta sor-
prendentemente che non si pud andare
oltre i 17 punti; il diciottesimo violera le
regole e il gioco finira, indipendentemen-
te dalla vostra abilita nel disporre i 17
punti. In realta non & semplice neppure
sistemare 10 punti. Nella figura a sinistra
si pud vedere un modo per disporne 6.

Questo insolito problema & comparso
per la prima volta in One Hundred Pro-
blems in Elementary Mathematics (pro-
blemi 6 e 7) del matematico polacco
Hugo Steinhaus (Basic Books ne ha pub-
blicato una traduzione in inglese nel 1969
e ora c' una ristampa in edizione econo-
mica della Dover; Boringhieri-ne sta ap-
prontando una traduzione * italiana.)
Steinhaus da unasoluzione con 14 puntie
afferma in una nota a piede di pagina che
M. Warmus ha dimostrato che 17 ¢& il
limite. La prima dimostrazione pubblica-
ta & quella di Elwyn R. Berlekamp e Ro-
nald L. Graham, nell’articolo Irregulari-
ties in the Distributions of Finite Sequen-
ces («Journal of Number Theorys», Vol. 2,
n. 2, maggio 1970, pagg. 152-161).

Warmus, un matematico di Varsavia,
pubblicd la sua dimostrazione, piu breve,
soltanto sei anni dopo sulla stessa rivista
(Vol. 8, n. 3, agosto 1976, pagg. 260-
-263). Egli da una soluzione con 17 punti
e aggiunge che alla soluzione si pud arri-
vare con 768 combinazioni diverse, 1536
contando anche le loro inverse.

Il nostro ultimo esempio di compito che
termina repentinamente e in maniera
controintuitiva vi consente di divertirvi a
trovarne un modello con un mazzo di car-
te da gioco. Non se ne conosce 'origine,
ma Graham, dal quale I’'ho appreso, dice
che i ici europei lo chi > il
solitario bulgaro, per ragioni che egli non
@ stato in grado di scoprire. Le somme
parzialidellaserie 1 + 2 + 3 + ...sono
chiamate numeri triangolari, perché cor-
rispondono a disposizioni triangolari
come quella dei 10 birilli del bowling. 11
gioco comporta un qualsiasi numero
triangolare di carte da gioco. Il numero
triangolare piu grande che si puo ricavare
da un mazzo normale di carte da gioco &
45, la somma dei primi nove naturali.

Formate un mazzetto di 45 carte e poi
dividetelo in quanti mazzetti volete, cia-
scuno dei quali pud contenere un numero
arbitrario di carte. Potete lasciare un uni-
co mazzo di 45 carte, oppure dividerlo in
due, tre, o piu mazzetti, o tagliare il mazzo
anche 44 volte in modo da formare 45
mazzetti di unacarta ciascuno. Continua-
te ora a ripetere la seguente procedura.
Prendete una carta da ciascun mazzetto e
mettetele sul tavolo a formare un ruovo
mazzetto. Non & necessario che i mazzetti
siano in fila; metteteli dove volete. Ripe-
tete la procedura per formare un altro
mazzetto e cosi via.

Dato che la struttura dei mazzetti cam-
bia in modo irregolare, sembra improba-
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2. Morti: ogni organismo con quat-
tro o pit vicini muore (viene rimosso)
per sovrappopolazione. Ogni organismo
con un solo o nessun vicino muore per
isolamento.

3. Nascite: ogni cella vuota con esat-
tamente tre vicini diventa una « cella
di nascita ». Vi si dispone dunque una
fiche nelia mossa successiva.

E importante tener presente che tut-
te le morti e le nascite hanno luogo
simultaneamente; nel loro insieme esse
costituiscono una sola generazione o,
come la chiameremo, una e« mossa »
nella « storia » completa della configu-
razione iniziale. Conway raccomanda di
effettuare le mosse del modo seguente:

1. Incominciare con una configura-
zione di fiches nere.

2. l.ocalizzare gli organismi destinati
a morire e contrassegnarli sovrappo-
nendo loro un'altra fiche nera.

3. Localizzare le celle disponibili in
cui avverranno le nascite e disporvi
una fiche bianca.

4. Dopo aver eseguito due controlli
per assicurarsi di non aver fatto errori,
rimuovere tutti i morti (mucchietti di
2 fiches) e sostituire tutti gli organismi
neonati (bianchi) con fiches nere.

A questo punto si avra la prima ge-
nerazione nella storia della nostra po-
polazione iniziale; lo stesso procedi-
mento va ripetuto per produrre le ge-
nerazioni seguenti. Dovrebbe essere ov-
vio il perché dell’'uso di fiches di due
colori: siccome nascite e morti avven-
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La storia dei cinque tetromini.

gono simultaneamente, gli organismi
bianchi neonati non sono in grado di
causare altre morti o nascite; & percio
essenziale poterli distinguere dagli or-
ganismi della vecchia generazione nel
controllare di non aver fatto errori. E
molto facile commetterne specialmente
al principio, anche se dopo un certo
tempo si procede con pid disinvoitura;
ma anche i giocatori esperti devono
controllare accuratamente ogni genera-
zione prima di rimuovere gli organismi
morti e di sostituire i neonati bianchi
con fiches nere.

Scoprirete che la popolazione varia
continuamente, assumendo configura-
zioni spesso bellissime e sempre impre-
viste; in qualche caso la popolazione
si estingue (rimozione di tutte le fiches
in campo) anche se dopo un gran nu-
mero di generazioni; la maggior parte
delle volte si raggiunge perod una confi-
gurazione stabile che rimane immutata
(e che Conway chiama « natura mor-
ta ») o configurazioni oscillanti all’in-
finito. Le configurazioni iniziali asim-
metriche tendono a diventare simme-
triche; una volta raggiunta la simmetria
questa perd persiste, magari arricchen-
dosi sempre piu.

Conway ha avanzato la congettura
che nessuna configurazione possa accre-
scersi indefinitamente. In altre parole,
egli assume che una configurazione
composta da un numero finito di orga-
nismi non possa accrescersi oltre un
limite massimo di fiches in campo, rap-

L ad
| SEMAFORO

presentato da un numero finito. Que-
sto ¢ probabilmente il problema pid
difficile e pid profondo posto dal gioco.
Conway ha chiesto di provare o di
confutare questa sua congettura. Un
modo per dimostrarla falsa sarebbe
quello di scoprire una configurazione
iniziale che dia luogo a continue ag-
giunte al numero delle fiches in cam-
po: una configurazione cioé del tipo
ecannone » (che spara [I'«aliante »
come spiegheremo pid avanti) o del
« treno a vapore » (che si sposta la-
sciando indietro una scia di e fumo »).

Vediamo ora cosa succede partendo
da una serie di configurazioni semplici.

Un organismo isolato o qualsiasi
coppia di organismi comunque disposti
sulla scacchiera si estingueranno ovvia-
mente alla prima mossa.

Una configurazione iniziale di tre
organismi si estingue pure immediata-
mente, salvo che almeno un organi-
smo non abbia due vicini. La figura
nella pagina a fronte mostra le com-
binazioni di tre organismi che non si
estinguono alla prima generazione (la
loro orientazione & ovviamente irrile-
vante). 1 primi tre [a, b, c] si estin-
guono alla seconda generazione. Per
quanto riguarda c, & interessante notare
che una singola catena diagonale di or-
ganismi, per quanto lunga, perde a
ogni mossa gli organismi ai due estre-
mi, fino a sparire completamente. Con-
way definisce la velocita con cui, nel
gioco degli scacchi, il re si muove in
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"Non solo la matematica e reale,
ma e l'unica realta.

bile che arriviate a un punto in cui ci siano
un solo mazzetto con una carta, un solo
mazzetto con due carte, uno solo con tree
cosi via fino al mazzetto con nove carte.
Se arrivaste a trovarvi in questa improba-
bile situazione, senza lasciarvi intrappola-
re in giri viziosi che vi riportano a situa-
zioni precedenti, il gioco deve finire, per-
ché ora la situazione delle carte non pud
cambiare. Ripetere la procedura lascia le
carte nel medesimo ordine di prima. Si
scopre. sorprendentemente, che qualun-
que sia la situazione iniziale del gioco si-
curamente si giunge in un numero finito
di mosse alla situazione dei mazzetti con
un numero consecutivo di carte.

I1 solitario bulgaro consente di trovare
modelli per alcuni problemi, tutt'altro
che banali. della teoria delle partizioni.
Le partizioni di un numero intero n sono
tutti i modi in cui n pud essere espresso
come somma di interi positivi, indipen-
dentemente dal loro ordine. Per esempio,
il numero triangolare tre ha tre partizioni:
1+2.1+ 1+ 1.e3.0Ouandosidivide un
mazzo di carte in un numero arbitrario di
mazzetti, di un numero di carte qualsiasi.
si crea una partizione del mazzo. Il solita-
rio bulgaro & un modo per passare da una
partizione all’altra, sottraendo 1 a ciascun
numero della partizione e poi aggiungen-
do un numero uguale al numero degli 1
sottratti. Il fatto che questa procedura dia
sempre origine a una catena di partizioni
senza duplicati che termina con la parti-
zione consecutiva non & ovvio. Mi & stato
detto che & stato dimostrato per la prima
volta da un matematico danese. Jorgen
Brandt, ma non conosco la sua dimostra-
zione e non so se sia stata pubblicata.

1l solitario bulgaro puo essere visualiz-
zato, per qualsiasi numero triangolare di
carte, come un albero, in cui la cui radice
sia contrassegnata dalla partizione conse-
cutiva e i punti dell"albero da tutte le altre
partizioni. A sinistra, nella figura in basso
della pagina a fronte, si pud vedere il
semplice albero del gioco con tre carte; a
destra c’¢ I'albero meno banale per le I |
partizioni di sei carte. Il teorema che cia-
scun gioco termina con la partizione con-
secutivae equivalente aquelloche tutte le
partizioni di un numero triangolare han-
no come grafo un albero connesso, con
ciascuna partizione un passo sopra il suo
successore nel gioco e la partizione conse-
cutiva alla radice dell'albero.

Si noti che il punto piu alto dell’albero
delle sei carte & a sei passi dalla radice.
Questa partizione 1, 1, 2. 2 ¢ il «peggior»
caso iniziale. E infatti facile vedere che il
gioco deve terminare in non piu di sei
passi da ogni partizione iniziale. E stata
fatta I'ipotesi che ciascun gioco debba
terminare in non piu di k(k — 1) passi,
dove k & un qualsiasi intero positivo
nella formula per i numeri traingolari
‘2k(k + 1). L'anno scorso Donald E.
Knuth chiese ai suoi studenti della Stan-
ford University di verificare I'ipotesi al
calcolatore. Essi la confermarono per k
minore o uguale a 10 e quindi la congettu-
ra & quasi sicuramente vera, ma finora
non ne & stata data la dimostrazione.

Nella figura di questa pagina si pud

vedere I"albero per il solitario bulgaro con
10 carte (k = 4). Ci sono ora tre casi
peggiori in alto, ciascuno a 12 passi dalla
radice. Si noti anche che I'albero ha 14
punti terminali. Li possiamo chiamare
partizioni dell'Eden, perché, a meno di
partire da esse. non salterebbero mai fuo-
ri nel gioco

A sinistra nella figura di pagina 130 si
pud vedere la rappresentazione usuale a
punti per la partizione 1.1.2,3,3 in cima
all'albero. Se la si fa ruotare e si considera
I'immagine speculare del risultato, si ot-
tiene la combinazione della figura a de-
stra. Le sue righe danno ora la partizione
2.3,5. Ciascuna di queste due partizioni si
dice coniugata dell’altra. La relazione &,
ovviamente, simmetrica. Una partizione
che non cambia con la coniugazione si
dice coniugata di se stessa. Sull’albero 10
ci sonosolo due partizionisiffatte: la radi-
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cee1,1,1,2,5. Quando le rimanenti parti-
zioni vengono coniugate, lungo il tronco
si presenta uno schema sorprendente. Le
coppie di partizioni sono indicate dalle
lettere. La simmetria si mantiene lungo il
tronco principale di tutti gli alberi del soli-
tario bulgaro finora presi in esame.

Se la simmetria vale per tutti questi
alberi, abbiamo allora un modo semplice
per determinare il caso peggiore in cima
all'albero. E il coniugato della partizione
(ce n'¢ sempre solo una) proprio sopra la
radice. Un modo ancora piu rapido per
trovare la cima dell’albero & quello di
premettere | alla radice e di diminuire di
uno il suo ultimo numero

Il meccanismo del solitario bulgaro pud
essere visuali > come I'allont
to della colonna piu a sinistra della figura
di punti, la sua rotazione di 90 gradi e il
suo posizionamento come unanuovariga.

1,1,1,1,1122
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Albero bulgaro per 10 carte
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bile di paralleli che diventano meri-
diani dopo che il toro sia stato rivoltato.

Complichiamo ora un po’ le cose
considerando un toro nel quale sia sta-
to praticato un nodo semplice. Prescin-
dendo dall’unilateralita, esistono sol-
tanto due tori del genere: uno con un
nodo esterno e uno con un nodo inter-
no (si vedano «a» e «b» nella figura
a pagina 96 in alto). Un modo di rap-
presentarsi visivamente un toro con un
nodo interno & quello di immaginare
che il toro annodato esternamente a
sinistra venga aperto con un taglio lun-
go un meridiano esterno al nodo. Il tu-
bo viene allora stirato e rovesciato in
modo da includere il nodo e a questo
punto i suoi margini vengono ricuciti.
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Si immagini un cubo solido di legno
con un foro che lo attraversi da una
faccia a quella opposta; questo foro,
invece di avere un andamento rettili-
neo, formi un nodo prima di emergere
dal lato opposto. La superficie di un ta-
le cubo & topologicamente equivalen-
te a un toro annodato nel suo interno.

Si potrebbe supporre inoltre che un
toro possa essere annodato simultanea-
mente all’esterno e all’interno, ma cio
non ¢é possibile. C’¢ un tipo di toro che
sembra avere sia un nodo esterno sia
un nodo interno (si veda «c» nella fi-
gura a pagina 96 in alto). Di fatto .en-
trambi i nodi sono apparenti. Quando
si sciolga il nodo esterno, si scioglie
anche, simultaneamente, quello inter-

Tori a due fori.

IATICH

Qualche strategia matematica
per la competizione a due.

di Martin Gardner

a questa rubrica va inteso, in senso

lato, come sinonimo di « ricreazio-
ni ». Talvolta, perd, come nel caso di
questo numero, la rubrica ¢ dedicata al-
I'analisi di « giochi » nel senso pid ri-
stretto del termine, cioé di «giochi»
considerati come effettive competizioni
fra due (o pi) giocatori. Questo mese
prenderemo infatti in esame una serie
di giochi fra due persone, alcuni noti
altri meno noti, di cui si conoscono le
strategie iche. Per cominciare,
ecco tre semplici giochi diversi ma tra
loro correlati in modo sorprendente.

1. Nove carte da gioco, dall'asso al
nove, sono disposte scoperte sulla tavo-
la. 1 giocatori prendono a turno una
carta per volta: vince chi per primo
riesce a ottenere 15 con tre carte.

2. Sulla cartina riportata nella figura
in basso nella pagina a fronte, i gioca-
tori colorano alternativamente una delle
autostrade numerate. Ogni giocatore de-

Il termine « giochi » che da il titolo

Grafo del jam (a sinistra) e suo

ve colorare l'intera lunghezza dell’auto-
strada, anche se questa attraversa una
o due citta (cerchietti); per distinguere
le mosse dei due giocatori sara bene
usare matite di colori diversi. Vince chi
per primo colora tre autostrade con-
vergenti a una stessa citta. (Lo psicolo-
go olandese John A. Michon, inventore
del gioco, lo chiamo « jam », sia perché
queste sono le iniziali del suo nome, sia
perché il gioco consiste nel bloccare
— in inglese to jarm — un incrocio chiu-
dendo le strade ad esso convergenti).

3. Si prendano nove cartoncini e su
ognuno di essi si scriva una delle seguen-
ti parole: TUE, TIPO, UOVA, BILE,
SPQR, MINA, PUFF, TRAC, REMO.
Si pongano i nove cartoncini sul tavolo
e se ne prenda uno per volta a turno.
Vince chi prende per primo tre carton-
cini contenenti la stessa lettera.

Per ciascuno dei tre giochi si pone
il problema: ammesso che ogni gioca-
tore compia le mosse pi razionali, vin-
ce chi gioca per primo, chi gioca per
secondo o la partita finisce alla pari?

Forse il lettore gia conosce quello
che la psicologia della forma (Gestalt-
psychologie) chiama < chiusura»; in
tal caso, si sara accorto che i tre giochi

«duale» nel filetto (a destra).

GIOCHI MATEMATICI

di Martin Gardner

Colorando mappe insolite si
entra in territori sconosciuti

«Lo capisco dal colore: siamo proprio
sopra I'lllinois. [Huckleberry Finn si ri-
volge a Tom, mentre stanno compiendo
un viaggio in pallone.] E puoi renderti
contodateche I'Indiananone in vista...».

«Che cosa c’entra il colore?».

«C’entra eccome: I'lllinois & verde,
I'Indiana & rosa... L'ho visto sulla carta
che & rosa».

—MARK TWAIN, Tom Sawyer Abroad

el 1976 Wolfgang Haken e Ken-
N neth R. Appel, dell'Universita
dell'lIllinois di Urbana-Cham-

paign, annunciarono di essere giunti fi-
nalmente a risultati definitivi circa il fa-
moso problema della mappa a quattro
colori. Come il lettore sicuramente sa, la
Celebre ipotesi topologica asserisce che
quattro colori sono sia sufficienti sia ne-
cessari per colorare tutte le mappe che si
possono disegnare su un piano O su una
sfera in modo tale che due regioni adia-
centi (che hanno in comune un segmento
di confine) non siano dello stesso colore.
Haken e Appel, aiutati da John Koch,
dimostrarono che I'ipotesi & vera, serven-
dosi per la prima volta di un metodo che

La mappo con 12 colori di Percy John Heawood.
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faceva uso di calcolatori. La loro dimo-
strazione & un’acquisizione straordinaria
e, quando venne pubblicata nel 1977,
I'ufficio postale di Urbana aggiunse orgo-
gliosamente al proprio timbro postale
«Quattro colori sono sufficienti». Per
molti matematici, tuttavia, la dimostra-
zione dell'ipotesi dei quattro colori & pro-
fondamente insoddisfacente.

Per piu di un secolo i topologi hanno
avuto il sospetto che si potesse formulare
un controesempio all'ipotesi dei quattro
colori (cio¢ una mappa complessa che
richiedesse cinque colori) oppure hanno
sperato che si potesse trovare un’elegante
dimostrazione dell'ipotesi. Benché s
sappia che I'ipotesi & vera, la sua dimo-
strazione & sepolta negli stampati che
sono il risultato di 1200 ore di lavoro del
calcolatore e I'impegno di verificare I'e-
sattezza di tali risultati & tale che solo
pochi esperti hanno avuto il tempo, il co-
raggio e la capacita soltanto di provarcisi.
Finora, tuttavia, tutti coloro che I’hanno
fatto hanno attestato la validita della
dimostrazione.

In un articolo intitolato The Four Co-
lour Problem and Its Philosophical Signi-

no, a dimostrazione del fatto che il mo-
dello & topologicamente identico a un
toro non annodato.

Benché un toro con un nodo ester-
no sia intrinsecamente identico a un
toro annodato all’interno, quando sia-
no immersi in uno spazio tridimensio-
nale & impossibile deformarli in modo
da ottenere I'uno dall’altro. Se in un la-
to di un toro annodato all’esterno c’¢
un foro, il toro puod essere rivoltato
nello spazio tridimensionale in modo
da far si che il nodo passi all’interno?
11 mese prossimo illustrerd in che mo-
do R.H. Bing, un topologo dell’Uni-
versita del Wisconsin, risponda a que-
sto problema con un semplice disegno.

Un problema simile ma piu difficile &

sono isomorfi con un gioco molto co-
mune, il filetto o mulinello o tavola a
mulino. Questo gioco, nella sua forma
piu semplice, si gioca su una scacchiera
quadrata contenente nove caselle, in cui
i due giocatori dispongono alternativa-
mente un gettone di colore diverso, fino
al numero di tre ciascuno e quindi,
muovendo da una casella un‘altra, ten-
tano di fare < filetto », ossia di disporre
le proprie tre pedine su una stessa retta,
diagonale, verticale o orizzontale: vin-
ce chi per primo fa filetto.

E abbastanza agevole rendersi conto
dell’isomorfismo suddetto. Per il primo
gioco, facciamo un elenco di tutte le
terne di numeri da 1 a 9 che danno per
somma 15: ne esistono nove. Si dispon-
gono tali terne in una scacchiera del
filetto, come mostrato nella figura in al-
to nella pagina a fronte, formardo cosi
un quadrato magico di ordine tre in cui
ogni riga (verticale, orizzontale o diago-
nale) & una di tali terne. Ogni carta nu-
merata presa da un giocatore corrispon-
de a una mossa del filetto nella casella
del quadrato magico contenente il nu-
mero. Ogni terna vincente corrisponde
a un filetto nel quadrato magico. Chiun-
que sappia giocare perfettamente a fi-
letto pud, memorizzando il quadrato
magico, giocare immediatamente e ra-
zionalmente una partita a questo filetto
con le carte. La cartina della figura in
basso nella pagina a fronte & topologi-
camente equivalente al grafo simmetri-
co mostrato a sinistra nella figura di
questa pagina. Questo &€ a sua volta
«duale » del grafo ottenuto collegando
i centri delle nove caselle di una scac-
chiera del filetto, come risulta dalla fi-
gura a destra. Ogni cella numerata del
quadrato magico corrisponde a un’auto-
strada numerata sulla cartina, e ciascu-
na citta sulla cartina corrisponde a una
riga, a una colonna o a una diagonale
del quadrato magico. Anche qui, esi-
ste una relazione di equivalenza fra il
gioco della cartina e il filetto.

L’isomorfismo del gioco delle parole
e il filetto diventa evidente quando le
nove parole siano scritte dentro le ca-
selle di una scacchiera del filetto, come
mostrato nella figura in alto a pagina
100. Ogni terna di parole lungo una ret-
ta (orizzontale, verticale o diagonale)
ha una lettera in comune, e non esisto-
no altre terne oltre queste. Anche in
questo caso, imparando a memoria il
quadrato di parole, un buon giocatore
di filetto pud giocare un’ottima partita.

Poiché una partita di filetto giocata
razionalmente finisce sempre in parita,
anche per questi tre giochi si puo af-
fermare la stessa cosa. Perd, il primo
giocatore ha un forte vantaggio sul se-
condo qualora questi non sappia che in
realta sta giocando al filetto, o non co-

ficance pubblicato su « The Journal of Phi-
losophy», Vol. 76, n. 2, pagine 57-83,
febbraio 1979, Thomas Tymoczko avan-
za la tesi che questa sorta di lunga dimo-
strazione del calcolatore inserisce nella
matematica un elemento empirico. Nes-
sun matematico, scrive, ha la dimostra-
zione del teorema dei quattro colori, e
neppure ha la dimostrazione che il lavoro
di Haken e Appel sia effettivamente una
dimostrazione. Cid che i matematici han-
no, & piuttosto un programma per affron-
tare il problema con un calcolatore, uni-
tamente ai risultati di un «esperimento»
compiuto su un calcolatore. Tymoczko
ritiene che tale «dimostrazione» vanifichi
la distinzione tra matematica e scienza
naturale e dia maggiore credibilita all’o-
pinione di quei modemi filosofi della
scienza, come Hilary Putnam, che consi-
derano la matematica come un’attivita
«quasi empirica». ]
C’¢ ovviamente qualcosa di vero in
questo modo di vedere. Tutte le dimo-
strazioni matematiche sono opere di es-
seri umani e quando esse sono estrema-
mente cc & sempre
possibile sbagliare. La validita di una
dimostrazione difficile si basa sul consen-
so degli esperti, che dopo tutto possono
sbagliarsi. Di questo puo essere un effi-
cace esempio la storia iniziale del teore-
ma dei quattro colori. Un matematico
inglese, Alfred Bray Kempe, pubblicd
quella che defini una dimostrazione del
teorema nel 1879 e per un decennio circa
i matematici ritennero che il problema
fosse stato risolto; in seguito, nel 1890,
Percy John Heawood, un altro matema-
tico inglese, rilevd un fatale errore nel
ragionamento di Kempe.
lo non mi propongo qui di risolvere la
questione seesistaunanettalineadisepa-
razione tra la veritd «analitica» e quella
«sintetica»; dird soltanto che, secondo
me, Tymoczko sopravvalutal’importanza

La variante simmetrica di Scott Kim della mappa di Heawood.
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Rep-tile di basso ordine combaciano formando repliche di se stes-
si sempre pii grandi. 11 triangolo rettangolo isoscele (@) & una fi-
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nei confronti delle meraviglie della ma-
tematica. Finora, perd, il progresso in
questa direzione & stato impercettibile.
Mi & capitato spesso di raccontare un
aneddoto dei miei anni di scuola supe-
riore che illustra bene questo p

gura rep-2: due di essi formano un triangolo piu grande con la
stessa forma. Un triangolo rep-3 (b) ha angoli di 30, 60 e 90 gradi.
Altri rep-tile sono, per esempio, un quadrilatero rep-4 (¢) e un

esagono rep-4 (d). La sfinge () & I'unico pentagono rep-4 noto.

ciano parola della matematica ricreati-
va, che si presta cosi bene alla soluzio-
ne cooperativa di problemi.

Vorrei proporre agli insegnanti un e-
sperimento. Chiedete agli studenti di

p aunq i numero di tre ci-

Un giomno, durante I’ora di ica
dopo aver finito i miei esercizi tirai
fuori un foglio nuovo e cercai di risol-
vere un problema che aveva suscitato il
mio interesse: se nel gioco del filetto il
primo a giocare possa vincere sempre,
OVVi d do la gia giu-
sta. Vedendomi scrivere, I'insegnante
mi strappd il foglio di mano e disse:
«Nella mia ora di lezione, Gardner, mi
aspetto che ti occupi di matematica e di
nient’altro».

Il problema del filetto sarebbe un
meraviglioso esercizio da svolgere in
classe. E un modo splendido per pre-
sentare agli studenti la matematica
combinatoria, la teoria dei giochi, la
simmetria e la probabilita. Per di pid, il
gioco fa parte dell’esperienza di tutti
gli studenti: chi non ha giocato a filetto
da ragazzo? Eppure conosco pochi in-
segnanti che abbiano incluso il gioco
nelle loro lezioni.

Negli Stati Uniti I'ultima moda nel-
I'i della ica & la
«nuovissima matematica», cosi chia-
mata per distinguerla dalla «nuova ma-
tematica» che falli miserevolmente al-
cuni decenni or sono. Il sistema di inse-
gnamento consiste nel dividere le classi
in piccoli gruppi di studenti che hanno
il compito di risolvere problemi attra-
verso la cooperazione. Questo insegna-
mento interattivo, cosi viene chiamato,
sostituisce la lezione vera e propria.
Benché vi siano alcuni aspetti positivi
nella nuovissima matematica, sono ri-
masto colpito dal fatto che le racco-

dazioni per gli i i non fac-
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fre, che chi » ABC, e poi di i
serire due volte sulle loro calcolatrici
questa successione di tre cifre, forman-
do il numero ABCABC. Per esempio, se
gli studenti hanno pensato il numero
237, dovrebbero battere 237 237. Infor-
mate poi gl studenti che avete la fa-
colta di predire che ABCABC diviso 13
non ha resto. La cosa risulterd vera.
Ora dite loro di dividere il risultato per
11. Di nuovo, non c¢i sar un resto. Infi-
ne, chiedete di dividere per 7. Ed ecco
che sul display della calcolatrice com-
pare il numero originale ABC. Il segre-
to & semplice: ABCABC = ABC x 1001
= ABCx7x11x13. (Come tutti gli
altri interi, 1001 pud essere scomposto
in un unico insieme di fattori primi.)
Chiedere agli studenti di spiegare per-
ché il trucco funziona sempre sarebbe
la migliore introduzione alla teoria dei
numeri e alle proprieta dei primi.

Polimini e tasselli di Penrose

Uno dei risvolti pill piacevoli dei 25
anni di collaborazione con «Scientific
American» & stato conoscere un cosi
gran numero di veri matematici. o so-
no solo un giornalista che ama la mate-
matica e riesce a sCriverne con una cer-
ta facilita. Non ho i i

sity of Southern California, fu uno dei
primi a fornire ispirazione per la rubri-
ca. Nel numero del maggio 1957 parlai
dei suoi studi sui polimini, forme che si
ottengono congiungendo quadrati iden-
tici lungo gli spigoli. Il domino - forma-
to da due quadrati - pud avere una sola
forma, ma il trimino, il tetramino e il
pentamino possono avere forme diver-
se: L, T, quadrati e cosi via. Uno dei
primi problemi ideati da Golomb era
stabilire se un certo insieme di polimini,
fatti combaciare I'uno con I'altro, pote-
va coprire una scacchiera senza lasciare
caselle vuote. Lo studio dei polimini di-
venne presto un settore fiorente della
matematica ricreativa. Lo scrittore di
fantascienza Arthur C. Clarke confessd
di essere diventato «drogato» di penta-
mini dopo aver iniziato a giocare con
quelle figure ingannevolmente semplici.

Golomb attird anche la mia attenzio-
ne su una classe di figure che egli chia-
mava rep-tile [gioco di parole intradu-
cibile sui termini rile, piastrella, tassel-
lo, e reptile, rettile], poligoni identici
che fatti combaciare danno origine a re-
pliche di se stessi di dimensioni mag-
giori. Uno di essi & «la sfinge», un pen-
tagono irregolare di forma vagamente
simile a quella dell’antico monumento
egiziano. Unendo correttamente quattro
sfingi identiche, si ottiene una sfinge
pit grande della stessa forma. 1 rep-tile
si possono espandere indefinitamente:
tassellano il piano con repliche sempre
pill grandi.

Il compi Piet Hein, illustre in-

all'universitd. I miei articoli si raffina-
vano con il crescere delle mie cono-
scenze, ma cid che ha reso popolare la
rubrica era il materiale affascinante che
riuscivo a raccogliere da alcuni dei mi-
gliori matematici del mondo.

Solomon W. Golomb, della Univer-

ventore ¢ poeta danese, divenne un mio
buon amico attraverso i suoi contributi
ai Giochi matematici. Nel numero del
luglio 1957 scrissi a proposito di un
gioco da lui inventato, I'Hex, per il
quale serve una scacchiera a forma di
di ituita da i. I gioca-

lan Worpole

lan Worpole

risolto da Bing nel saggio Mapping a
3-sphere onto a Homotopy 3-sphere, in
Topology Seminar, Wisconsin, 1965, a
cura di Bing e R.J. Bean (Princeton
University Press, 1966). Immaginiamo
un cubo con due fori rettilinei (si veda
«an» nella figura a pagina 96 in basso).
La sua superficie & topologicamente
equivalente a quella di una ciambella
dolce con due buchi. Possiamo avere
anche un cubo con due fori, uno retti-
lineo e uno annodato (« b» nella figu-
ra). Nello spazio tridimensionale non &
possibile deformare il secondo cubo in
modo che il nodo si sciolga e il mo-
dello venga ad avere ’aspetto del pri-
mo. Un terzo cubo ha un foro retti-
lineo e un altro annodato in modo tale
che il nodo circondi il foro rettilineo
(«c» nella figura). Questo cubo pud
essere deformato elasticamente fino a
trasformarsi nel primo modello? Per
quanto sia difficile crederlo, la risposta
€ si. La dimostrazione di Bing & cosi
elegante e cosi semplice che i diagram-
mi relativi non hanno bisogno di al-
cun commento (si veda la figura a pagi-
na 97 in alto). In una deformazione ela-
stica un foro puo essere spostato di
quanto si voglia su una superficie senza
alterare la topologia della superficie
stessa. Al muoversi del foro, la super-
ficie si limita a stirarsi all'indietro e a
contrarsi in avanti. Nella dimostrazio-
ne di Bing il tubo annodato ¢é disegna-
to sotto forma di linea in modo che
la dimostrazione possa essere seguita
pitu facilmente. 1l foro B, alla base di
questo tubo, viene mosso sulla superfi-
cie del cubo com’¢ indicato dalle frec-
ce, trascinando con sé il tubo. Esso
procede verso sinistra fino alla base
dell’altro tubo, sale poi lungo di esso e
una volta raggiuntone Ialtro capo
muove verso destra, aggira in senso
antiorario I’estremo 4 muovendo poi a
sinistra fino a superare e aggirare I'al-
tro tubo, scende poi lungo la faccia
del cubo stesso tornando infine, sulla
superficie di base, alla posizione occu-
pata in origine. E facile vedere che il
tubo cui tale foro appartiene non &
ora pii annodato. Il procedimento &
naturalmente reversibile.

1 topologi si sono rotti la testa per
decenni sul seguente problema: due
nodi separati, posti I'uno accanto al-
I’altro su una fune chiusa, possono an-
nullarsi 'un I'altro? Ossia, la fune puo
essere manipolata fino a che diventi
possibile sciogliere entrambi i nodi?
Nessuno ¢ riuscito finora a trovare al-
cuna coppia di nodi che si sciogliesse-
ro I'un l'altro, ma dimostrare I'impos-
sibilita di una tale coppia di nodi era
un altro discorso. Non fu possibile di-
mostrare nemmeno che due nodi sem-
plici. uno destro e uno sinistro, possa-

nosca alla perfezione tale gioco.

Chi ¢ riuscito ad afferrare la sostan-
ziale identita dei tre giochi ha acquisito
un prezioso strumento mentale; la ma-
tematica abbonda di « giochi » che sem-
brano aver ben poco in comune, ma
che in realta sono solo differenti insiemi
di simboli e di regole per giocare lo
stesso gioco. L’algebra e la geometria,
ad esempio, sono due modi di giocare
esattamente lo stesso gioco, come dimo-
stra la grande scoperta della geometria
analitica fatta da Cartesio.

Vi sono molti giochi del tipo « porta
via », in cui due giocatori prendono al-
ternativamente un elemento o sottoin-
sieme da un insieme, e in cui vince chi
prende l'ultimo elemento. Il piti cono-
sciuto fra i giochi di questo tipo ¢ il
nim, di origine molto antica (probabil-
mente cinese), che si gioca con un in-
sieme di carte, gettoni o altri oggetti,
disposti in un arbitrario numero di ri-
ghe, ognuna delle quali contiene un nu-
mero qualunque di oggetti. Ogni gio-
catore pud prendere un numero arbi-
trario di oggetti per volta, purché tutti
da una stessa riga: vince chi prende
Pultimo oggetto.

Una tipica disposizione realizzata con
carte & data nella figura in basso a pag.
100. In questa versione e realizzato con
vari oggetti il gioco apparve nel 1962
nel film francese L’anno scorso a Ma-
rienbad. Sedici carte da gioco sono di-
sposte in quattro righe di una, tre, cin-
que e sette carte. Per stabilire se vin-
cera il primo o il secondo giocatore,
scriviamo il numero delle carte di cia-
scuna riga con notazione binaria, e poi
sommiamo:

1 1
3] 11
55 101
7 111

224

Se la somma di ogni colonna & un nu-

mero pari (o lo zero, se la somma viene
effettuata con le regole binarie) come in
questo caso, la disposizione & favore-
vole al secondo giocatore; ossia, il pri-
mo giocatore & certo di perdere contro
un esperto, perché comunque egli gio-
chi lascera una disposizione pericolosa
avente cio¢ almeno una colonna la cui
somma sia un numero dispari, facilmen-
te trasformabile dal secondo giocatore
in una disposizione favorevole con la
mossa successiva. Giocando in modo
da lasciare sempre una combinazione
favorevole, il secondo giocatore & certo
di prendere I'ultimo gettone.

Michel Hénon, un matematico del
Centre National de la Recherche Scien-
tifique di Parigi, ha recentemente esco-

cheimoderni calcolatoripossonoavere in
questa vecchia controversia. Tuttii calcoli
sono empirici nel senso banale che com-
portano un esperimento coi simboli, sia
che esso sia fatto semplicemente con carta
e matita, sia che venga effettuato con
I'aiuto di una macchina. La possibilita di
compiere errori sia a livello di hardware
che a livello di sofiware con calcolatori
elettronici, oggi essenziali per calcoli dif-
ficili, non presenta sostanziali diversita
con la possibilitd di compiere errori da
parte di una persona che moltiplichi due
grossi numeri su un abaco. Mi sembra una
distorsione linguistica dire che la possibi-
lita di tali errori rende empirica la verita
della tabella della moltiplicazione e per-
tanto erroneo considerare questa sorta di
errore inevitabile un esempio della fallibi-
lita della scienza naturale

l.adimostrazione di Haken e Appel del
teorema dei quattro colori & tuttavia sicu-
ramente insoddisfacente, in quanto nes-
suno la definirebbe semplice, bella o elc-
gante. Haken e Appel ritengono entram-
bi improbabile che si possa trovare una
dimostrazione che non richieda un’u-
gualmente intensa applicazione dei calco-
latori, ma non c’¢ ovviamente nessun
modo per esserne sicuri. Se non esiste una
dimostrazione piu semplice, quella di
Haken e Appel ¢ invero qualcosa di nuo-
vo per il fatto che si basa sulla tecnologia
del calcolatore.

Della cosa tratta abilmente Benjamin
L. Schwartz in un libro da lui curato, inti-
tolato Mathematical Games and Solu-
tions. Pubblicato I'anno scorso dalla
Baywood Publishing Company di Far-
mingdale, N.Y., il libro (che raccomando
vivamente) ¢ una scelta di articoli dal
«Journal of Recreational Mathematics».
Nella sua introduzione a un capitolo sul
problema dei quattro colori Schwartz
scrive: «Quindi ci si pud chiedere: Haken
e Appel hanno veramente dimostrato
quanto affermano?... Personalmente
penso di si... Ma il periodo di prova non ¢
ancora terminato: altri devono verificare
ogni passo e, dato che per compiere molti
passaggi ci vollero ore a un calcolatore in
grado di operare molto velocemente, tale
verifica sara un grosso lavoro. Fino al
momento in cui scrivo nessuno I’ha fatto;
forse si dovra scrivere un nuovo codice
per un altro calcolatore... E possibile che
un insieme di ostici problemi matematici
cominci ad arrendersi al nuovo metodo
che fa un uso massiccio del calcolatore?
Questa dimostrazione del teorema dei
quattro colori apre una nuova era della
matematica.»

Nel dicembre 1976 G. Spencer-Brown,
I'originale matematico inglese, sorprese i
suoi colleghi annunciando di avere una
dimostrazione de! teorema dei quattro
colori che non richiedeva una verifica col
calcolatore. La sua estremasicurezza e la
fama di cui godevacome matematico frut-
tarono a Spencer-Brown l'invito a tenere
un seminario alla Stanford University sul-
la sua dimostrazione. Dopo tre mesi, tutti
gli esperti che avevano seguito il semina-
rio erano d’accordo sul fatto che la dimo-
strazione lasciasse parecchio a desiderare
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I pezzi Soma sono forme irregolari che si ottengono unendo le facce di cubi unitari
(qui sopra). I sette pezzi possono essere disposti in 240 modi diversi per formare il
cubo Soma 3 per 3 per 3; con gli stessi pezzi si possono creare anche tutte le strut-

ture rappresentate qui a destra, tranne una. Riuscite a determinare quale delle
strutture non si puo costruire? La risposta ¢ a pagina 99.

tori mettono 1 loro contrassegni sugli
esagoni e cercano di completare per
primi una catena ininterrotta da un lato
all’altro della scacchiera.

Hein inventd anche il cubo Soma, che
fu argomento di numerosi articoli (set-
tembre 1958, luglio 1969 e settembre
1972, nessuno dei quali tradotto in «Le
Scienze»). Esso ¢ formato da sette di-
versi policubi - gli analoghi tridimensio-
nali dei polimini - ottenuti unendo le
facce di cubi identici. T policubi possono
essere accostati a formare il cubo Soma
- in non meno di 240 modi - e tutta una
varietd di forme Soma: la piramide, la
vasca da bagno, il cane e cosi via.

Nel 1970, il matematico John Conway
- un genio indiscusso - mi venne a trova-
re e mi chiese se avessi un scacchiera
per I'antico gioco orientale del go. Quan-
do la presi, Conway mi mostrd come
funziona Vita, un gioco di simulazione
che aveva inventato e che ora & not
mo. Metteva numerosi gettoni sulla gri-
glia della scacchiera, poi toglieva o ag-
giungeva nuovi gettoni secondo tre sem-
plici regole: un gettone con due o tre vi-
cini pud rimanere; un gettone senza vici-
ni, 0 con quattro o pitl vi viene tol-
to; e un nuovo gettone viene aggiunto in
ogni spazio vuoto adiacente a esatta-
mente tre gettoni. Applicando ripetuta-
mente queste regole, si pud creare un in-
credibile numero di forme, alcune delle
quali si muovono lungo la scacchiera
come insetti.

Descrissi Vita in un articolo pubblica-
to su «Le Scienze» nel maggio 1971, e il
gioco divenne subito un successo tra i
patiti del calcolatore. Per molte settima-

no sciogliersi a vicenda. Dimostrazioni
del caso generale non vennero trovate
fin dopo il 1950. Un tipo di dimostra-
zione & spiegato da Ralph H. Fox in
A Quick Trip Through Knot Theory,
in Topology of 3-Manifolds and R
lated Topics, a cura di M.K Fort, jr.
(Prentice Hall, 1963). E una dimostra-
zione per reductio ad absurdum che
purtroppo implica il concetto sofistica-
to di un’infinita di nodi su una curva
chiusa e taluni assunti su insiemi infi-
niti che devono essere accuratamente
specificati per rendere rigorosa la di-
mostrazione.

Quando John Horton Conway, il
matematico dell’Universita di Cambrid-
ge, frequentava ancora il liceo, trovo
una dimostrazione pia semplice che
evita del tutto gli insiemi infiniti di
nodi. Piu tardi egli apprese che sostan-
zialmente la stessa dimostrazione era
gia stata data in precedenza, ma io non
sono stato in grado di stabilire da chi.
Ecco la versione di Conway, com’egli
me la spiego anni fa in una lettera.

La dimostrazione di Conway, co-
me quella che chiama in ballo infi-
niti nodi, & una reductio ad absurdum.
Cominciamo con I'immaginare una cor-
dicella chiusa che passi attraverso le
pareti opposte di una stanza (si veda la
figura a pagina 97 in basso). Poiché ci
occuperemo soltanto di cio che avviene
all’interno della stanza, possiamo tra-
scurare la parte della cordicella che ri-
mane all’esterno e considerare la stes-
sa come se fosse fissata ai due capi al-

le due pareti opposte. Sulla cordicella
sono i nodi 4 e B. Si suppone che cia-
scuno di essi sia un vero nodo, nel sen-
so che non potrebbe essere eliminato
manipolando la cordicella, posto che
fosse I'unico nodo sulla cordicella stes-
sa. Si suppone anche che i due nodi si
sciolgano 'un Ialtro se si trovano sul-
la stessa curva chiusa. La dimostrazio-
ne si applica a coppie di nodi di qualun-
que tipo, ma qui illustriamo i nodi co-
me nodi semplici di direzione opposta.
La possibilita di sciogliere i nodi signi-
fica che la cordicella puod essere mani-
polata fino a farle assumere un anda-
mento rettilineo da una parete all’altra.
Immaginiamo che la cordicella sia ela-
stica, in modo da poter disporre di tut-
to il gioco che si richiede per un’ope-
razione del genere. Nella figura centra-
le introduciamo un toro elastico attor-
no alla cordicella. Osserviamo che il
toro «ingoia» il nodo 4 ma «circum-
naviga» il nodo B (terminologia di
Conway). Ogni parallelo tracciato su
questo tubo, sulla sezione compresa tra
le due pareti, dev’essere ovviamente
annodato nello stesso modo del nodo
B. Si puo infatti dimostrare che tutte
le linee sulla superficie del tubo, le qua-
li si estenderanno da parete a parete
e non si incroceranno in alcun punto
sulla superficie del tubo, presenteran-
no esattamente lo stesso nodo di B.

« Ora », scrive Conway, «viene il dif-
ficile ». Eseguiamo sulla cordicella I’o-
perazione che abbiamo supposto scio-
glierebbe entrambi i nodi. Essa puo es-

Tori di tessuto rivoltabili.

gitato una variante del nim, da gio-
carsi con un paio di forbici e dei pezzi
di corda. Per meglio comprendere que-
sto gioco, tuttavia, sara meglio parlare
prima di una variante pid antica, il kay-
les, a cui il gioco della corda é stretta-
mente correlato. Il kayles fu inventato
dall'inglese Henry Emmest Dudeney, che
lo inseri nel suo primo libro di giochi,
The Canterbury Puzzles (1907), presen-
tandolo come un problema che avrebbe
potuto nascere durante un certo tipo
di gioco dei birilli molto popolare in
Inghilterra nel XIV secolo, chiamato
appunto « kayles », consistente nel ti-
rare una palla contro dei birilli interval-
lati fra loro in modo che la palla poteva
abbatterne sia uno solo che due adiacen-
ti, essendo la distanza tra due birilli a-
diacenti minore del diametro della palla.

11 kayles matematico & invece giocato
sulla tavola con monete, carte o altri
oggetti disposti in un numero arbitrario
di righe, come per il nim di Marien-
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2 9 4
7 5 3
6 | 1 8

11 gioco del filetto con le carte.

bad, e con un numero arbitrario di og-
getti per riga. La differenza sta nel fatto
che ora si deve pensare a ciascuna riga
come a una catena di anelli. B ammes-
so prendere un anello o due adiacenti;
se perd questi vengono presi da un pun-
to interno di una catena, questa viene
spezzata in due catene distinte. Ad e-

Cartina per il gioco del jam.
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La mappa di Herbert Taylor che dimostra come siano necessari 18 colori quando mé ugualea 3.

da un punto di vista logico. Spencer-
-Brown, invece, ritornd in Inghilterra
ancora sicuro della sua validita. La «di-
mostrazione» non ¢ stata ancora pubbli-
cata.

Spencer Brown ¢ autore di un curioso
libretto, intitolato Laws of Form, che so-
stanzialmente & una ricostruzione del cal-
colo proposizionale con una originale
notazione. Il libro, che il matematico in-
glese John Horton Conway ha una volta
definito scritto bene ma «privo di conte-
nuto», ha un’ampia cerchia di appassio-
nati. Detto per inciso, dopo che in tutto il
mondo i giornali riportarono che Brown
aveva annunciato di aver dimostrato il
teorema dei quattro colori, il « Vancouver
Sun» del 17 gennaio 1977 pubblicd una
lettera di una signora della Columbia Bri-
tannica, la quale scriveva che Brown non
poteva aver dimostrato il teorema perché
nell'aprile del 1975 «Scientific Ameri-
can» aveva pubblicato una mappa che
richiedeva cinque colori. Si riferiva a una
mappa apparsa in questa rubrica come
«pesce d'apriles.

Mentre i topologi proseguono nella
loro ricerca di una dimostrazione sempli-
ce del teorema dei quattro colori, alcuni
lavorano anche su due affascinanti ma
poco note generalizzazioni del problema
ancora irrisolte. Per cid che segue attin-
gerd a piene mani da una comunicazione
privata inviatami da Herbert Taylor che,
gia matematico alla California State

¢
L

ne, aziende e laboratori di ricerca quasi
si bloccarono perché gli entusiasti di Vi-
ta erano impegnati a sperimentare nuove
forme sui loro schermi.

In seguito, Conway collabord con i
colleghi matematici Richard Guy ed
Elwyn Berlekamp a quello che a mio
giudizio costituisce il maggior contribu-
to alla matematica ricreativa di questo
secolo, un lavoro in due volumi dal tito-
lo Winning Ways (1982). Una delle cen-
tinaia di gemme che contiene & un gioco
per due persone chiamato Phutball, che
si pud giocare su una scacchiera per il
go. La Phutball viene messa al centro
della scacchiera e i giocatori sistemano
a turno i loro gettoni sulle intersezioni
della griglia della scacchiera. I giocatori
possono muovere la Phutball facendola
saltare sopra i gettoni, che vengono tolti
dalla scacchiera quando sono superati.
L’obiettivo del gioco & portare la Phut-
ball al di la della linea di meta del lato
opposto, costruendo una catena di get-
toni attraverso la scacchiera, Cio che
rende particolare il gioco & che, a diffe-
renza della dama, degli scacchi, del go
o dell’Hex, Phutball non assegna pezzi
diversi ai contendenti: i giocatori usano
gli stessi gettoni per costruire le loro ca-
tene. Di conseguenza, qualsiasi mossa
fatta da un giocatore puo essere fatta e
sfruttata anche dal suo avversario.

Tra gli alri matematici che hanno
sformato idee per la rubrica ¢'¢ Frank
Harary, attualmente alla New Mexico
State University, che ided una versione
generalizzata del filetto, Nella versione
di Harary, presentata in «Le Scienze» di
agosto 1979, I'obiettivo non era formare

DIVANO

University di Northbridge e al Jet Pro-
pulsion Laboratory del California Insti-
tute of Technology, sta al momento stu-
diando ingegneria clettronica con Solo-
mon W. Golomb alla University of Sout-
hern California. Una volta era anche
considerato uno dei tre migliori giocatori
non orientali di Go.

Come pensa Taylor, un modo per gene-
ralizzare il problema dei quattro colori &
quello di considerare una mappa in cui
ogni paese o area da colorarsi consista di
m regioni non connesse. Se tutte le regio-
ni di un paese devono essere dello stesso
colore, qual & il minimo numero di colori
necessario per colorare tale mappa in
modo che due regioni dello stesso colore
non abbiano un bordo in comune?

Se m & uguale a | (cioe se ogni paese
consiste di una sola regione) il problema
equivale a quello dei quattro colori, per il
quale Haken e Appel hanno stabilito che
il numero cromatico e 4. Se m & ugualea 2
(mettete che ogni paese abbia una colonia
dello stesso colore del paese), il numero
cromatico e 12. Sorprendentemente que-
sto risultato fu raggiunto da Heawood nel
1890, nello stesso articolo in cui demoliva
la dimostrazione di Kempe del teorema
dei quattro colori. In altre parole, la solu-
zione del problema per il casom =2 venne
ottenuta molto tempo prima di quella per
m=1. Heawood dimostro dapprima che
perun qualsiasi intero positivom il nume-
ro di colori richiesti per la mappa non &
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